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Resumo

Neste trabalho revisamos conceitos de 16gica proposicional a fim de construirmos o
conhecimento necessdrio para o estudo de operadores quantitativos. Estes operadores avaliam
o resultado de uma férmula pela quantidade de valores 16gicos positivos (1 ou verdade) em
sua entrada. Dois operadores quantitativos sdo estudados neste trabalho: o operador de
particionamento légico e o operador majoritdrio. Nossa proposta inclui a definicao do operador
de particionamento 16gico, bem como conjecturas acerca da formulacdo de seus axiomas.
Esperamos, por meio deste operador, prover um mecanismo capaz de utilizar a capacidade

aritmética de computadores no contexto de satisfazibilidade.

Palavras-chave: satisfazibilidade, 16gica proposicional, operador de particionamento, operador

majoritario, propriedades l6gicas quantitativas.



Abstract

In this work we review propositional logic concepts in order to build the knowledge necessary
to study quantitative operators. These operators evaluate the result of a formula through the
quantity of positive logic values (1 or true) in their input. Two quantitative operators are studied
in this work: the logical partitioning operator and the majority operator. Our proposal includes
the definition of the logical partitioning operator, as well as conjectures regarding its axioms. We
hope, through this operator, to provide a mechanism capable of using the arithmetic capacity of

computers in the context of satisfiability.

Keywords: satisfiability, propositional logic, partitioning operator, majority operator, quantitative

logic properties.
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1 Introducao

Conforme observado em Biere et al. (2009), a 16gica esta intrinsecamente ligada aos
conceitos de validade e consisténcia que, de acordo com a forma como se aborda a l6gica, podem
demonstrar diferentes facetas. Quando vista pelo prisma de uma abordagem sintdtica, a 16gica
nos d4 a teoria da prova. Neste contexto, todas as defini¢des aplicdveis s@o restritas a estrutura
gramatical das asser¢Oes, onde a validade € percebida como derivabilidade, ou a capacidade
de se inferir uma assercao a partir de outras por meio de um conjunto de regras estabelecido.
A derivabilidade € equivalente a se dizer que uma assercao g € provada a partir de assercoes
P1,P2s - - -, Pn (ém linguagem simbdlica py,ps, ..., p, F g). De maneira similar, a consisténcia
de um conjunto de asser¢des {p1, p2,. . .,pn} € vista como a impossibilidade de se derivar uma
contradi¢do a partir deste. Por outro lado, a inconsisténcia € justamente identificada por meio de
uma derivacao onde se chega a uma contradi¢do. Por fim, € possivel definir estes conceitos em
funcdo um do outro: py,pa,...,pn +F g se, e somente se, {p1, P2, ..., Pn —q} € inconsistente.

Enquanto uma abordagem sintdtica nos faz perceber a 16gica em termos de estrutura
gramatical, uma abordagem semantica a interpreta em termos da correspondéncia entre um
modelo e o mundo que se deseja representar (teoria dos modelos). A validade, portanto, € vista
como a relagdo entre premissas e conclusoes, tal que sempre que a premissa for verdade, a
conclusado associada também €. Ainda do ponto de vista semantico, a consisténcia € vista como
satisfazibilidade. Decorre que um conjunto de férmulas € satisfazivel quando existe um modelo
capaz de tornar verdade todas as suas férmulas.

Este trabalho se dedica a estudar operadores e propriedades de cardter quantitativo, isto
€, que permitem a avaliacdo de expressoes por meio da andlise da distribui¢do da quantidade de
valores 16gicos positivos (verdade) presentes. A principal motivacdo para a elaboragdo deste
estudo € prover os mecanismos que permitam utilizar a capacidade aritmética dos computadores
no contexto de satisfazibilidade.

Este documento € organizado como segue: a ldgica proposicional € definida no Capitulo
2, para que entdo o operador majoritario seja definido no Capitulo 3. Este € o primeiro
operador neste documento a avaliar uma expressao l6gica por meio da quantidade de valores
l6gicos positivos em sua entrada. No Capitulo 4 € apresentado o operador de particionamento
l6gico — também capaz de avaliar por quantidade — e sdo discutidas conjecturas acerca de
suas propriedades (comutatividade, associatividade, distributividade e negacdo). A ldgica

proposicional € revisitada e é observado o cardter quantitativo de seus operadores fundamentais.
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2 Fundamentos

Este capitulo tem por finalidade introduzir conceitos basicos e defini¢cdes a serem
referenciados no decorrer deste texto. O contetido a seguir € categorizado em quatro segdes:
Légica Proposicional (Se¢do 2.1), Axiomas dos Operadores Fundamentais (Secao 2.2), Formas

Normais Conjuntiva e Disjuntiva (Secao 2.3) e Satisfazibilidade Proposicional (Se¢do 2.4).

2.1 Logica Proposicional

Conforme observado por Russell e Norvig (1995), esta 16gica trata de assercdes a
respeito da realidade que se deseja descrever. Portanto, para que possamos definir formalmente
uma proposi¢do, é necessario definirmos antes o que € um valor 16gico.

Seja B o conjunto {0, 1}: um valor 16gico é uma constante b tal que b € B. Além disto,
de modo a simplificar a escrita, podemos estabelecer as equivaléncias da Equagdo 2.1 para as

constantes 0 e 1. Observe o uso do simbolo = para representar as relagdes de equivaléncia.

0 = Falsidade=F = L
l1=Verdade=V =T

2.1)

Dando um passo adiante, uma proposi¢ao € uma afirmacao arbitraria a respeito de uma
realidade qualquer — afirmacao esta que pode ser mapeada para um valor 16gico. Portanto,
pode ser vista como uma varidvel cujo dominio é B, dita varidvel 16gica. Chamamos valorada a
varidvel 16gica cujo valor subjacente € conhecido.

Operadores, em logica proposicional, sdo funcdes f tais que:
f:B"+—B (2.2)

Onde n € {1,2}, dependendo da aridade do operador.

Neste trabalho, consideramos trés como sendo os operadores fundamentais da l6gica
proposicional: conjunc¢do, disjun¢do e negacdo, representados pelas funcdes and, or e not,
respectivamente. Estas funcdes sdo definidas na Equacgdo 2.3, onde min retorna o menor elemento

dentre seus argumentos e max € a fungdo andloga. Observe ainda que a l6gica proposicional
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pode ser definida em fun¢ao de apenas dois destes operadores — por exemplo, por meio da

disjuncdo e da negacdo.

and(p,q) = min{p,q}
or(p,q) = max{p,q} (2.3)
not(p)=1-p

Os operadores podem, também, ser representados de maneira mais sucinta em sua forma

simbdlica, como na Equacgdo 2.4.

and(p,q) = p A q
or(p.q) =pVq (2.4)
not(p) = —p
Além destes trés operadores basicos, podemos ainda definir outros, como a implicagdo e

a equivaléncia (dupla implicacdo), representados pelas funcodes implies e equivalent, definidas

na Equacdo 2.5.

implies(p,q) =p > q=-pVgq

(2.5)
equivalent(p,q) =p o g={p —>q)N(g — p)

Uma forma alternativa de se definir o comportamento dos operadores apresentados até

entdo € por meio de suas tabelas verdade, conforme a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Tabela verdade dos operadores em légica proposicional.

P14 PANq | pVg| P | P29 |PY
F|F F F v \' \Y
F|V F \Y v \' F
V| F F \" F F F
ViV, Vv \Y% F \Y% \Y%

Seguindo a defini¢do dos operadores, podemos prosseguir para a proxima constru¢ao
da légica proposicional: a sentenca. Uma sentenca pode ser categorizada como atdmica ou
composta, onde uma sentenca atomica (também chamada dtomo ou literal) consiste de apenas
uma constante ou proposi¢do. Uma sentenga composta, por sua vez, se enquadra em um dos

seguintes casos:

* Duas sentencas conectadas por meio de operadores bindrios, também chamados conecti-

vos légicos
* Aplicagdo do operador undrio de negacdo sobre uma sentenca

* Uma sentenga envolvida em parénteses
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Esta definicdo de sentenca nos leva a gramatica livre de contexto (2.6), que estabelece a

sintaxe de férmulas na l6gica proposicional:

S—>A|C
A—>L|T|p
Co>SNS|-S|(S)

N-oA|V]|—>|e

(2.6)

E de se observar que a gramdtica (2.6) é ambigua, pois a expressdo P A Q V R poderia ser
avaliada tanto como (P A Q) V R, quanto como P A (Q V R). De modo a desfazer essa condicdo de
ambiguidade é necessdrio estabelecer uma ordem de precedéncia entre os operadores, conforme

a Tabela 2.2, onde o operador de negacao tem maior prioridade sobre os demais.

Tabela 2.2: Ordem de precedéncia dos operadores em légica proposicional.

Precedéncia | Operador
0 -
1 A
2 Y
3 -
4 TS

A raiz de uma expressao € dada pelo ultimo operador nesta a ser avaliado, ou ainda
pela raiz da arvore sintdtica obtida através do reconhecimento de uma palavra da linguagem.
A quantidade de niveis de uma expressdo € dada pela quantidade de niveis de sua arvore de
derivacdo. Observe que, para que estas definicdes facam sentido, devemos assumir aridade
arbitrdria para os operadores and e or.

Resta, entdo, definir o conceito de valoragdo de férmulas: uma férmula esté totalmente
valorada quando todas as suas varidveis possuem um valor associado. De maneira andloga, uma
valoragao parcial é aquela que faz conhecer o valor de ao menos uma das varidveis da formula —

mas nao todas.

2.2 Axiomas dos Operadores Fundamentais

Nesta secdo definimos os axiomas de identidade, comutatividade, distributividade, asso-
ciatividade e complemento da perspectiva dos operadores fundamentais da légica proposicional.
Todas as definicoes aqui apresentadas podem ser verificadas por meio das respectivas tabelas

verdade. Estas tabelas, por sua vez, acompanham a definicdo dos axiomas a que se referem.
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2.2.1 Identidade

Existe um elemento neutro das operagdes de disjun¢do e conjuncdo. Formalmente,

Vx € B, as equivaléncias x V L = x e x A T = x sdo verdade, conforme a Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Tabela verdade do axioma de identidade em l6gica proposicional.

x| xVF|xAV
F F F
A\ A/ \Y

2.2.2 Comutatividade

As operacdes de disjuncdo e conjuncdo independem da ordem de seus operandos.
Formalmente, Vx,y € B, as equivaléncias x Vy =y V xe x Ay =y A x sdo verdade, conforme

demonstrado na Tabela 2.4.

Tabela 2.4: Tabela verdade do axioma de comutatividade em l6gica proposicional.

X X | X X

Y1y Y1y

<|<|<lm<
<l <<l <
<| || | >
< ||| | >

<| <| | | =
<\ < <

2.2.3 Distributividade

A operagao de disjuncao pode ser distribuida sobre a conjuncdo. De maneira andloga, a
conjungdo pode ser distribuida sobre a disjuncao. Formalmente, Vx, y, z € B, as equivaléncias
xViyAz)=(xVyY)A(xVzexA(yVz)=(xAy)V(xAz) sdo verdade, conforme a Tabela
2.5.

Tabela 2.5: Tabela verdade do axioma de distributividade em l6gica proposicional.

xVyAD) [ (xVy)AEVZ | xAVE | (xAY) VIXAZ)

<\ << <™ o =
<<\ << T <
<| | < ™| <| ™| <| ™|~
<l << << ™
<<l << <™
<| <| <| | | |

< <| <\ = ol ™o
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2.2.4 Associatividade

A ordem de avaliacdo de encadeamentos de operadores do mesmo tipo (disjungdo ou
conjuncdo) € irrelevante para a avaliacdo da formula. Formalmente, Vx, y,z € B, as equivaléncias

(xVvy)Vz=xV(yVvz)e(xAy)Az=xA(yAz)sido verdade, conforme a Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Tabela verdade do axioma de associatividade em logica proposicional.

x| ylz|vy)VvzxVvVy | &AyYAz]xAQDAZ
F|F|F F F F F
F|F|V v Y

F|V|F Vv Vv F F
F|V]V Vv Vv F F
V|F|F Y Vv F F
VIE|V v Vv F F
V|V]|F v Y F F
VIiv]v v Vv Vv v

2.2.5 Complemento

A disjuncdo entre uma varidvel 16gica e seu complemento € uma tautologia, i.e., € sempre
verdade. Analogamente, a conjun¢ao de uma varidvel e seu complemento € uma contradicao,
i.e., € sempre falsidade. Formalmente, Vx € B, as equivaléncias x V -x = T e x A -x = L sdo

verdade, conforme demonstrado na Tabela 2.7.

Tabela 2.7: Tabela verdade do axioma de complemento em l6gica proposicional.

X | x| xV-x| XxA-x
F| V AY F
V| F A% F

2.3 Formas Normais Conjuntiva e Disjuntiva

Uma férmula em légica proposicional € dita estar na forma normal conjuntiva (CNF)
quando esta € expressada por uma conjuncao de disjung¢des, resultando em uma representacao
de dois niveis. De maneira andloga, uma expressao na forma normal disjuntiva (DNF) € uma
disjun¢do de conjung¢des, também em dois niveis. A Equacdo 2.7 nos d4 a forma de uma expressao
em CNF, dado que uma cldusula € definida como a disjun¢@o de um ntimero arbitrario de 4tomos

(negados ou ndo), seguindo a forma vy V vy V...V vy,.

CiNCyA...NCy,onde
2.7

C; é uma cldusula para todo i € [1..n]
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2.4 Satisfazibilidade Proposicional

Podemos classificar formulas da 16gica proposicional em quatro categorias: validas,
invélidas, satisfaziveis e insatisfaziveis. Esta classificacdo ocorre em fun¢do de como se

distribuem as linhas da tabela verdade da formula em questao, conforme a Tabela 2.8.

Tabela 2.8: Classificacdo de formulas em fun¢do da distribui¢cdo das linhas da tabela verdade.

Classificagao Distribuicao
Valida Todas as linhas tornam a férmula verdadeira
Invalida Ao menos uma linha torna a férmula falsa
Satisfazivel | Ao menos uma linha torna a férmula verdadeira
Insatisfazivel Todas as linhas tornam a férmula falsa

A satisfazibilidade booleana no contexto de l6gica proposicional, ou simplesmente SAT,
€ o problema de se decidir se uma dada férmula em l6gica proposicional admite uma valoragdo
que a torna verdadeira ap6s avaliados todos os operadores presentes. Este problema pode ser
visto ainda em termos sintdticos, onde um conjunto de férmulas satisfazivel € aquele do qual nao

se pode derivar ¢ e - (conceito de consisténcia), onde ¢ é uma férmula do conjunto satisfazivel.
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3 Trabalhos Relacionados

Este capitulo se dedica ao estudo de operadores majoritarios e suas propriedades, cuja

axiomatizagdo foi apresentada e demonstrada em Amaru et al. (2016).

3.1 Funcoes Auto-Duais

Uma funcdo légica f, conforme definido em Sasao (2012), € dita auto-dual se
f(x1,x2,...,x,) = = f(=x1,7x2,...,7X,), onde = é o operador de negacdo. Observe que a
formulacdo = f(x1, x2,...,%,) = f(=x1,—x2,...,7X,) é uma definicdo alternativa para o carater

auto-dual de uma funcao.

3.2 Func¢ao Majoritéria

Uma funcdo majoritaria M : B" — B de aridade impar n, denotada M,,, é definida
como a funcao auto-dual que assume o valor verdade predominante em sua entrada. Observe
que esta fun¢do € auto-dual pois, ao negar os valores da entrada, a predominéncia € invertida
(se verdade era predominante, entdo falsidade se torna predominante). A func@o majoritaria é

definida formalmente na Equacdo 3.1.

Ise XL xi 2 [5]

0, caso contrario

3.1)

Mn(-xla-XZa s axl’l) =

Em funcido de sua aridade, a forma mais natural de se representar o operador em questao
€ por meio de fungdes, de modo que ndo serd adotada uma representacao simbolica para o

operador majoritario, em oposicao aos operadores anteriormente apresentados.

3.3 Notacdo Vetorial de Varidveis Logicas

Emprestando a defini¢do de Amaru et al. (2016), seja v um arranjo de varidveis logicas,
o trecho de v indexado por i € [m..n] é denotado v),. Observe que se m > n, entdo o intervalo

de indexacdo € vazio e, portanto, indicativo de um trecho também vazio. Referéncias a um
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elemento de v indexado por i sao da forma v;. A negacdo de um vetor de varidveis légicas v),,
dada por -, equivale a —v;; Vi € [m..n]. Por fim, esta notacdo admite a supressdo dos limites
de indexacdo m e n, caso ambos sejam dispensdveis, indicando que todo o arranjo € referenciado.
De modo a complementar a definicdo acima, considere () como sendo um sindnimo para

um arranjo vazio. Ainda, u U v representa a concatenacao dos elementos de u e v. Analogamente,

u \ v representa todos os elementos em u exceto por aqueles que estdo também em v.

3.4 Axiomatizacao do Operador Majoritério

Nesta secdo discutimos o processo de axiomatizacdo do operador majoritdrio. As
formulagdes e provas de corretude dos axiomas estao disponiveis nas Subsecdes 3.4.1 e 3.4.2,
respectivamente. Remetemos o leitor a Amaru et al. (2016) para acesso a prova de completude

destes axiomas.

3.4.1 Formulacado

Aqui € discutida a formulag¢do dos axiomas do operador majoritdrio, conforme definido

na Sec¢ao 3.2.

Comutatividade

Dado um vetor de varidveis logicas v, a ordem de seus elementos ndo altera o resultado
do operador majoritario aplicado sobre v. Formalmente, pode ser expressado como na Equacgdo

3.2, dado v{, paratodo i, j € [1..n].

-1l _ o1l
Mn(vll > Vis Vij+l »Vjs V;l+1) = Mn(vll »Vjs VI'J+1 > Vis V.;‘l_'_l) (32)

Conservacdo da Maioria

Dado um arranjo de varidveis ldgicas, a remog¢ao ou inclusdo de um par de elementos
cujos valores sejam complementares conserva o resultado da aplicagdo do operador majoritario
inalterado. Esta afirmagdo equivale a Equac@o 3.3, dados v{, e v; e v; tais que v; # v;. Observe

que v; # v; implicai # j.

Mn(vy) = Mp2(v) \ (v, v)))
Mu(v)) = Mpi2(vi U (L, T))

(3.3)
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Associatividade

A troca de duas varidveis entre operadores majoritarios aninhados M,, que compartilham
n — 2 varidveis nao altera o resultado final. Isto equivale a Equacdo 3.4, dado um arranjo v’f‘z e

variaveis a, b e c.

M(Vi™2,a, My (Vi ™2,b,€)) = My} %, b, Ma(V ™2, a,€)) G4

Distributividade

A mudanca do nivel das varidveis de um operador majoritario ndo altera o resultado
final do operador. Observe que esta operagdo traz as varidveis mais externas (em niveis mais
baixos da arvore que representa a operacao) para cima, enquanto as varidveis em niveis mais

altos sdo levadas para baixo. Esta afirmacdo é equivalente a Equagao 3.5, dados uq‘“ evy.

Mn(uT_l,M”(v'f)) = M”(M,,(urf_l,vl), Mn(urll_l,\a), .. .,Mn(u’i’_l,v[%]),v[%-|+1,v|-%-|+2,. s Vi)

= Mn(Mn(u’f_l,vl), Mn(u'll_l,vz),. . .,Mn(u7_1,v[%]+1),v[%-|+2,v[%-|+3,. Vi)

= My (M (™ v1), Mol v2), o Ml v,)
(3.5)

Propagacdo da Negagdo

A negacdo de um operador majoritario aplicado sobre um arranjo v equivale ao mesmo
operador aplicado sobre a negacao do arranjo v. Esta afirmacgdo € equivalente a Equacao 3.6,

dado um vetor de entrada v’f.

M, () = My(=) (3.6)

3.4.2 Provas de Corretude

Comutatividade

Prova. Pela definicao da funcdo M, na Secao 3.2, observamos que o resultado da operagao
depende apenas do teste em que se verifica se a soma dos operandos atinge ou supera o limiar
[%] Por sabermos que a operacao de soma € comutativa para os nimeros naturais € possivel
afirmar que, independente da ordem dos operandos, a soma dos argumentos de M,, serd a mesma

para um dado vetor de entrada. Assim, € possivel afirmar que M,, € também comutativa. 0
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Conservacdo da Maioria

Prova. A base deste axioma € que, em um sistema bindrio de votacdo por maioria, dois
votos complementares se anulam. Isto ocorre pois 0 acréscimo (ou a remog¢ao) de varidveis
complementares em pares altera o limiar e a contribui¢do para se atingir o referido limiar
na mesma propor¢cdo — para cada duas varidveis adicionadas (ou removidas) o limiar cresce

(diminui) em 1, ao passo que a contribui¢do também aumenta (diminui) em 1. L]

Associatividade
Prova. Esta prova € dividida em trés casos que englobam todo o espaco Booleano.

Caso 1: existe a0 menos um par (v;,v;) € v?‘z tal que v; # v;. Este caso indica que € possivel
remover de v o par de elementos complementares v; € v; por meio da aplicacdo do

axioma de Conservacdo da Maioria até que se atinja um caso dentre 2 ou 3.

Caso 2: todos os elementos de vf‘z sao Falsidade. Para n > 3 a decisdo ndo depende das
variaveis a, b e c, estando fixada em Falsidade. Isto ocorre pois o nimero de ocorréncias
do valor 16gico Falsidade em M, é no minimo n — 2, superior ou igual ao limiar
{%] para todo n > 3. Para n = 3 o operador colapsa em uma conjuncdo da forma

M5(0,a, M5(0,b,c)), caso em que a associatividade ja foi provada por Amaru et al.
(2014a).

Caso 3: todos os elementos de v;“z sao Verdade. Para n > 3 a decisdo nio depende das varia-
veis a, b e c, estando fixada em Verdade. Isto ocorre pois o nimero de ocorréncias do
valor 16gico Verdade em M,, ¢ no minimo »n — 2, superior ou igual ao limiar [%] para todo
n > 3. Para n = 3 o operador colapsa em uma disjuncdo da forma M3(1,a, M3(1,b,c)),

caso em que a associatividade j4 foi provada por Amaru et al. (2014a).

Distributividade

Prova. Esta prova € dividida em trés casos que englobam todo o espago Booleano. Observe que,

por definicdo de M, n € impar.

Caso 1: metade dos elementos de u?‘l é Falsidade, a outra metade é Verdade. Neste caso
os elementos de u se anulam através de aplicagdes sucessivas do axioma de Con-

servacao da Maioria, conforme Equacdes 3.7 € 3.8.

M, M, () = My(0, M, (v)))
= My(M,(v})) (3.7)
= M,(v})
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Moy (M= v1), My~ v2), ooy Mt} ™ v0)) = My (M1 (0,91), M1(0,v2), ..., M1 (0, v,))
= My(My(v1), M1(v2), ..., M1(vy))
= M,(vi,v2,..., V)
= M,(v]
(3.8)

As Equagdes 3.7 e 3.8 demonstram que qualquer reorganizagdo das varidveis conforme
a formulagéo deste axioma resulta em um operador da forma M, (v), de acordo com o

comportamento esperado.

Caso 2: a0 menos [ 4| elementos de «"~' sdo Falsidade. Neste caso, por defini¢do de M, é
impossivel que o limiar [%] seja atingido através de uma aplicac¢do da forma Mn(u’l"l, a),
onde a € um valor 16gico qualquer. Deste modo a afirmacgdo Mn(u’f‘l,a) = 1 se

sustenta. Isto ocorre pois o nimero maximo de ocorréncias de Verdade em u U {a},

eXpresso por L%J =n- |-§-|, ¢ estritamente menor que o limiar |-§-|, pois n € impar.

Observe ainda que este axioma postula que no minimo [Q

2
distribuidas sobre v por meio de operadores da forma Mn(u’f_l,vi), assim a aplica-

] instancias de u devem ser

cao Mn(Mn(u’f_l,vl), Mn(u?_l,vz), .. .,Mn(u’f_l,V[%'l),v[%'lﬂ,v"%'“z,. . .,vn) equivale
aM,(Ly,L,,.. "J‘f%]’vf'%]Jrl’vf'ﬂJrZ" .., Vn), que é sempre falsa — de acordo com o

comportamento esperado.

Caso 3: a0 menos [ 4] elementos de "' sio Verdade. Este caso ¢ andlogo ao caso 2, pois o
limiar representado pelo operador majoritdrio mais externo garantidamente seré atingido
gracas a definicdo de M, uma vez que € sabida a existéncia de a0 menos [§-| elementos

cujos valores 16gicos sdo verdade.

Propagacado da Negagdo

Prova. Este axioma € um caso especial da defini¢do de fungdes auto-duais apresentada na Secao
3.1. [

3.5 Propriedades do Operador Majoritario

3.5.1 Conjuncao

A conjuncao de n varidveis logicas xi, x2, . . ., X, equivale ao operador majoritario da

n

forma M>,_ (x1

, y’f‘l) onde y é composto apenas por ocorréncias do valor 16gico 0. Isto ocorre
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pois, em l6gica proposicional, a conjungao sé é verdadeira se todos os seus operandos forem
também verdadeiros. Do ponto de vista do operador majoritario, a dnica configuracao da
entrada em que um operador majoritario da forma acima se torna verdade € quando todos os
operandos da conjunc¢do sdo verdadeiros, pois ja existem n — 1 valores falsos na entrada. Exemplo:
aANbAc= Ms(ab,c,0,0), paran = 3.

3.5.2 Disjungao

A disjuncao de n variaveis logicas xi, x2,. . ., X, equivale ao operador majoritario da
forma Mo, -1 (x{, y?‘l) onde y € composto apenas pelo valor 16gico 1. Partindo de um argumento
semelhante ao da conjuncdo, a disjuncao de n varidveis assume verdade se a0 menos um de
seus operandos for verdadeiro. No contexto do operador majoritario, fornecer n — 1 valores
positivos (além dos operandos da disjunc¢ao) equivale a configurar o operador de tal forma
que se ao menos um dos operandos for verdadeiro, entdo o limiar serd atingido. Exemplo:

avVbVvcevd=Mab,cd1,1,1), paran = 4.

3.5.3 Simplificagdo

Um operador majoritdrio pode ser simplificado através da remog¢do de um par de
ocorréncias da mesma varidvel em complemento — ou simplesmente a remoc¢do de um par
(L, T). Exemplo 1: M7(a,a,a,b,c,—a,c) = Ms(a,a,b,c,c), pela remocado de uma ocorréncia de

a e —a. Exemplo 2: M3(a,0,1) = M;(a), pelaremocdode O e 1.

3.6 Forma Normal Majoritaria

Conforme definicao em Amaru et al. (2014b), uma forma normal majoritaria (MNF) é
uma expressao de dois niveis composta por operadores majoritarios aninhados. Observe que €
possivel converter uma conjuncdo (disjuncao) de n varidveis para uma expressao majoritdria de
aridade 2n — 1 como na Equagdo 3.9. Desta defini¢cdo segue que uma féormula em MNF € capaz

de representar tanto expressoes em CNF quanto DNF.

uyVup v...vVuy, EMzn_l(uT,Tl,Tz,...,Tn_l) (3.9)
VIAVIA oAV = Moy (V] L1, Loy L)

3.7 Expressao Majoritéria

Uma expressao majoritdria, definida em Chou et al. (2016), € uma conjuncao de fungdes
majoritdrias da forma M (x{") A Mﬁ(yf YJALLLA My(zly). Pela definicado de MNF, disponivel na

Secdo 3.6, uma expressdo majoritdria € também uma forma normal majoritaria.
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3.8 Satisfazibilidade Majoritéria

Dada uma férmula em MNF cuja raiz seja uma conjuncao, também chamada expressao

majoritaria, detectar uma contradi¢c@o € possivel pelas propriedades a seguir:

Propriedade 1: H4 uma contradicdo na férmula se dois de seus operadores majoritarios mais
. ’ ” ’ ” ~
internos M,,(w{", x{" ") e My(y{,z] ),onde m = m’'+ m” en = n’ +n”, contém entradas
m’ n' to: ’ m ’ n _
wi ey taisquem 2 [7], n oz |—§] ew = -y.
Exemplo: Ms(Ms(a,—b,—c,d,e), M3(f,g,1), M3(—a,b,c),0,0) € uma contradi¢do, pois
0 vetor uf = (a,—b,—c) ocorre como u e —u na expressao majoritdria e, em ambas as

situacdes, ocupa mais da metade da entrada do operador da ocorréncia.

Propriedade 2: Seja u(x) o nimero minimo de varidveis em x que devem ser valoradas para que

M(x) = T e V(x) o conjunto de varidveis em x, entdo hd uma contradi¢do na formula se:

(i) Dois de seus operadores majoritdrios mais internos M,,(u}') € M,(v}) possuem
entradas u e v tais que V(u) = V(v) e todas as ocorréncias de uma varidvel em v sdo

complementares as ocorréncias da mesma varidvel em u (observe que ——x = x).
(ii) As desigualdades pu(u) > [&2")'-‘ e u(v) > [@] forem verdade.
Exemplo: M3(M;3(a, b,—c), M7(—a,—b,—b,—b,c,c,c),0) € uma contradi¢do, pois u =

(a,b,—~c) e v = (ma,—b,—b,-b,c,c,c) produzem V(u) = V(v) = {a,b,c}, u(u) = 2
Pvgﬂ eu(v)=2> PV(ZVN-"

\%
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4 Operador de Particionamento Logico

4.1 Definicao

Definimos o operador de particionamento 16gico a partir do operador de cardinalidade,
conforme estudado em Oliveira (2017), como a funcdo ® : B" —— B de aridade n. Seu
comportamento é dado por um conjunto X € {P,,P+}, onde {P,, P} é uma particdo do
intervalo [0..n], de modo que P, € a parte que faz o operador assumir falsidade, enquanto P+ é a
parte que o torna verdade. Se a soma dos elementos da entrada estiver em P+, entdo o operador
assume o valor 1. De maneira andloga, se a soma estiver em P, entdo seu valor € 0. Observe
que o complemento de X = P restrito ao intervalo [0..n] (escrito X N [0..n]) € igual a P, pois
{P, Pt} é uma parti¢cdo de [0..n]. Reciprocamente, X“ N [0..n] = Pr,para X = P,.

Dado um conjunto X conforme definido acima, a aplica¢do do operador de particiona-
mento sobre um arranjo v{ € denotada @x(v{'). Este operador € definido formalmente na Equagéo
4.1.

I,seX" vieX
Dx(VT) = i1 Vi (4.1)
0,se X, vi€ X‘N[0..n]

Note que apesar da defini¢cdo do operador uma contradi¢io € a partigdo trivial {P, } =

{[0..n]}. Reciprocamente, uma tautologia é dada pela parti¢ao trivial {P+} = {[0..n]}.

4.2 Conversoes

Nesta secdo € esquematizado o processo de conversdo dos operadores fundamentais da

l6gica proposicional, bem como o majoritdrio, para o contexto de particionamento.

4.2.1 Légica Proposicional

Considere o argumento que, em logica proposicional, o operador or(v%) representa uma
particdo {P,, P} = {{0},{1,2}} do conjunto [0..2] tal que, se v + v, € P,, entdo or(vlz) =le
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se v| + v € P, entdo 0r(v12) = T. Uma extensdo deste argumento para aridades arbitrarias é

apresentada na Equacdo 4.2.

PJ_:{O}

PT = [1..”1]
“4.2)
I,se}" v € Pt

or(vi) =
0,seX; vi€e P,

Observe que a defini¢do de or(v{) em fungdo das parti¢des P, e P+ € semelhante a
defini¢do de ®@y. De fato, a equivaléncia or(v{) = ®p_(v]) se sustenta.
De maneira andloga, o operador and(v{) pode ser definido como na Equagdo 4.3,

resultando na equivaléncia and(v{) = ®@p: (v}).

P, =[0.n—1]
PL = {n}
4.3)
1,se " v, € P,
and(v}) = i1 Vi i

0,se " ,vi€ P,

4.2.2 Operador majoritdrio

Pela defini¢cdo do operador majoritario, disponivel na Se¢do 3.2, observamos que o
critério de sua avaliacdo como Verdade depende do limiar [%] ser atingido pela soma dos
operandos. Esta afirmacdo pode ser formulada em termos de particdes através de {P,, Pt} =

n n

{[0.. |_§J], [[g]..n]}. Observe que LEJ # [%] pois n, por defini¢do do operador majoritério, é

impar. A Equacdo 4.4 apresenta a equivaléncia que permite a conversao.

P, =[0..[n/2]]
P+ =[[n/2]..n] 4.4)
Mn(v'f) = (I)pT(VIl)

4.3 Proposta de formulacdo dos axiomas

Nesta se¢do sdo apresentadas conjecturas acerca dos axiomas de comutatividade,
distributividade e nega¢do para o operador de particionamento. Uma proposta de formulagdo do
axioma de associatividade acompanhada de um contraexemplo demonstra que este operador nao

¢ associativo.
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4.3.1 Comutatividade

A Equagdo 4.5 tem a finalidade de formalizar a conjectura que dois elementos v; e v;

arbitrarios podem ser trocados sem influenciar o resultado da operacao.

i1 1 _ i1 1
(I)X(Vll ,Vi,Vl.j+l,Vj,V;l+l):(I)X(Vll ,Vj,Vl!_I_l,Vi,V;l_'_l) (45)

4.3.2 Associatividade

A Equacao 4.6 apresenta o comportamento esperado da associatividade no contexto
deste operador. Em seguida, a Equagdo 4.7 apresenta um contraexemplo para a associatividade.
Em linhas gerais, é demonstrado que a ordem em que os operandos sdo avaliados pode influenciar

o resultado final.

Ox (i v Ox (] v v, ) 2O @l v v oy (v v, )
Pois 3X,n,u,v,i, j tal que (4.6)

(DX(ul]_l’ula l+1 ,q)X(V vj’v;l.g_])) # (I)X(ull_l9v_/9 l+1 ,q)X(V ub"’;‘:_l))

Asaber X = {1,2},n =3,u =(1,0),v =(1,1,0),i = 1 e j = 3, conforme Equacio 4.7.

D12)(1,0,D12)(1,1,0)) # ®12(0,0,D12,(1,1, 1)) 4.7

4.3.3 Distributividade

A Equacio 4.8 tem a finalidade de documentar a maneira pela qual uma operagdo @y é
distribuida sobre uma operagao ®@y. A distribui¢ao se dd pela aplicagao de ®x sobre u U v; para

todo i € [1..n]. Este processo gera n aplicagdes distintas de @y, sobre as quais é aplicado ®y.

q)x(ulln_l,q)y(v?)) = (Dy(q)x(l/tqn_l,vl), (DX(M’IH_I,VQ), .. .,(I)X(urln_l,vn)) (48)

4.3.4 Negacao

Seja {P,, Pr} uma particdo de [0..n], a negacdo de ®p_ € dada pelo complemento

de P+ restrito a [0..n]. Visto que {P,, P+} é uma particdo de [0..n], entdo o complemento
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de Py restrito a [0..n] € P,. Observe que ~®p (v{) # ®p (=v]), pois IPr,v,n tal que
—|(D{1}(J_, T) # (D{l}(—lJ_,—'T).

~®p. (V) = Op, (V) 49)
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5 Conclusao

5.1 Contribuicao

Nossas contribuicoes através deste trabalho s@o a proposta de formaliza¢do do operador
de particionamento 16gico a partir do operador de cardinalidade e as conjecturas acerca de sua
axiomatizacdo. Além disto, o estudo de aspectos quantitativos no contexto de SAT também
ocorre como uma das principais contribui¢cdes. Dentre os aspectos do operador tocados pelas
conjecturas estd a propriedade de associatividade, acompanhada de um contraexemplo que
caracteriza a descoberta da ndo-associatividade do operador. Além disto, é sugerido um esquema
de conversao dos operadores da 16gica proposicional e do operador majoritario para o contexto
do operador de particionamento.

Outras contribui¢cdes sdo a apresentacdo de uma breve introdugao a l6gica proposicional
e ao operador majoritdrio, com informagdes a respeito dos axiomas dos operadores, propriedades

e formas normais.

5.2 Trabalhos Futuros

O caminho mais natural a se seguir a partir desta etapa € formalizar a axiomatizacao
do operador por meio de provas de corretude para cada uma das conjecturas aqui discutidas.
Concomitante a elaboragao das provas, é de interesse investigar a existéncia e complexidade
de casos particulares de satisfazibilidade onde seja eficiente o uso do operador. Por fim,
condicionadas a existéncia de casos eficientes, a proposta e implementacdo de um resolvedor que

tenha como estrutura interna o operador de particionamento.
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